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Série 2

Ejercicio 1. Geometria

Considere el plano w: x4+ y+ 2z =1 y la recta r que pasa por los puntos P = (0,0,6) y
Q= (17 2, 3)'

a)
b)

Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .
Calcule la distancia entre la recta r y el plano .

Solucion:

a)

b)

Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .
El vector director de la rectar es ¥, = Q — P = (1,2, -3).
El vector normal del plano 7 es 7, = (1,1,1).

Estudiamos el producto escalar de ambos vectores para determinar si la recta es paralela o secante al
plano.

T i = (1)(1) + (2)(1) + (=3)(1) = 1+2 -3 =0.

Como el producto escalar es cero, los vectores son ortogonales, lo que significa que la recta es paralela
al plano o esté contenida en él.

Para distinguirlo, comprobamos si un punto de la recta, como P(0,0,6), pertenece al plano.

0+0+6=6#1.

El punto no pertenece al plano, por lo tanto, la recta es paralela al plano.

La recta r es paralela al plano 7.

Calcule la distancia entre la recta r y el plano .

Como la recta es paralela al plano, la distancia es la distancia de cualquier punto de la recta (por
ejemplo, P) al plano.

d(’f"ﬂ') :d(P771-) — w — i _ 57\/5

La distancia es unidades.
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Ejercicio 2. Algebra

1 1 1 3 4 -1
Sean las matrices A=|(0 -2 1| y B=|—-1 —4 3
1 -1 1 0 —4 4

a) Compruebe que satisfacen la igualdad A2 — %A -B =1, en que I es la matriz identitad
de orden 3.
b) Haciendo servir la igualdad anterior, encuentre la matriz inversa de A: A~1.

Soluciéon:

a) Compruebe que satisfacen la igualdad A? — %A -B =1, en que I es la matriz identitad
de orden 3.

Para verificar la igualdad, calcularemos cada término por separado.

Primero, calculamos AZ:

11 1\ /1 1 1 2 -2 3
A2=A-A=10 -2 1|0 =2 1)=11 3 -1
1 -1 1/ \1 -1 1 2 2 1

A continuacion, calculamos el producto A - B

1 1 1 3 4 -1 2
A-B=|0 -2 1 -1 -4 3 )=12 4 =2
1 -1 1 0o -4 4 4

Ahora, multiplicamos este resultado por %:

) L (2 4 6 1 -2 3
A B=5(2 4 —2)=(1 2 -1
4 4 0 2 2 0

Finalmente, realizamos la resta para comprobar la igualdad:

1 2 -2 3 1 -2 3 1 00
A2—§A-B: 1 3 —-1]—-(1 2 —=1]=(01 0|=1I
2 2 1 2 2 0 00 1

Queda demostrada la igualdad.

1
La igualdad A% — EA - B = I es correcta.

b) Haciendo servir la igualdad anterior, encuentre la matriz inversa de A: A~1.
Partimos de la igualdad demostrada: A% — %A -B=1.

Para encontrar la inversa de A, debemos llegar a una expresion de la forma A - X = I, donde X ser4,
por definicién, A1,

2 co
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Sacamos factor comun la matriz A por la izquierda en el lado izquierdo de la igualdad:
1
A- <A — B) =1.
2

Comparando con la definicién de matriz inversa, podemos concluir que:

1
Al =A-_B.
2
Procedemos a calcular esta expresion:
1 1 1 3 4 -1 1 1 1 3/2 2 -1/2
At=(0 -2 1|-=[-1 -4 3 |=10 —2 1| —-|-1/2 -2 3/2
1 -1 1 0 —4 4 1 -1 1 0 -2 2
1-3/2 1-2 1—(-1/2) -1/2 -1 3/2
=(0-(-1/2) —-2-(-2) 1-3/2 =12 0 -1/2
1-0 -1-(-2) 1-2 1 1 -1
-1/2 -1 3/2
A= 1/2 0 -1/2
1 1 -1

&
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Ejercicio 3. Algebra
Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

r+y+z=3
rt+y—=z=1
2z 4+ ay = 2a

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro real a.
b) Resuelva el sistema para al caso a = 2.

Solucion:

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro real a.
11 1

A=11 1 -1

2 a 0

[Al=a—2—-(a—2)=0.

El determinante es 0 para todo a. Por tanto, Rg(A4) < 3. El menor 1 _11’ = —2 =#£ 0, por lo que
Rg(A) = 2 para todo a.
Estudiamos el rango de la ampliada A*:
1 1 3
|Cy,C5,C4l =11 1 1|=0.
2 2a
1 1 3
[C1,C5,C4l =1 =1 1|=2a—6#0 < a#3.
2 0 2a

Caso 1: a #3 = Rg(4) =2,Rg(4*) =3. S.I.

Caso 2: a = 3. Rg(4) =2,Rg(A4A*) =2. S.C.I.

]Si a=3, es S.C.I. Si a # 3, es S.L.

b) Resuelva el sistema para al caso a = 2.

Para a = 2, el sistema es Incompatible, por lo tanto no tiene solucion.

Para a=2 el sistema es incompatible y no tiene solucién.
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Ejercicio 4. Analisis

De las funciones f(z), f'(x),g(xz) y ¢’(x), conocemos los valores siguientes:

W e x|ew | gw
0 2 1 0 1 1
1 0 -6 1 3 3

a) De la funcion f(x) sabemos también que el pendiente de la recta tangente a un punto
de abscisa x es 43 — 922 — 2z + 1. Encuentre f(z).
b) Calcule (go f)'(1).

Solucion:

a) De la funcién f(x) sabemos también que el pendiente de la recta tangente a un punto
de abscisa x es 4z® — 922 — 2z + 1. Encuentre f(z).

Sabemos que f'(x) = 423 — 922 — 22 + 1.

Integramos para hallar f(x):

f(:z:):/(4953—91’2—2x+1)dﬂc:x4—3x3—x2+x+0.

De la tabla, sabemos que f(0) = 2.

f0)=0-0-0404+C=2 — C=2.

f(ac):m4—3zc3—m2+m+2.

b) Calcule (go f)'(1).

Aplicamos la regla de la cadena: (gof)'(1) = ¢’(f(1))- f/(1). Buscamos los valores en la tabla: f(1) = 0.

/(1) = —6. Ahora necesitamos ¢’'(f(1)) = ¢’(0), que también esta en la tabla: ¢’(0) = 1.

(go f)(1)=4g'(0)- f(1)=1-(—6) = —6.

’El valor es -6.‘
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Ejercicio 5. Geometria

r—z=2
2y+z=14
a) Calcule la ecuacién general (es decir, la que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del plano

7 perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P.
b) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano = + y + z = —3.

En R2 sean larecta r: { y el punto P = (0,1, —1).

Solucion:

a) Calcule la ecuacién general (es decir, la que tiene la forma Axz + By + Cz = D) del plano
7 perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P.

El vector director de r es el normal del plano .

a3

J
0 —1|=(2,-1,2).
2

El plano es 22—y+2z+D = 0. Pasapor P(0,1,-1): 2(0)—1+2(-1)+D =0 = —-3+D =0 = D =3.

’2w—y—|—2z—|—3=0.‘

b) Calcule el punto simétrico del punto P respecto del plano =+ y + z = —3.
Recta s perpendicular al plano que pasa por P: v, = (1,1,1). s = (x,y,2) = (0,1, —1) + A(1,1,1).
Interseccion M de s y el plano: A+(14+A)+(—14+X) = -3 = 3A=-3 = A=-1. M = (-1,0,-2).

Punto simétrico P’ = 2M — P = (-2,0,—4) — (0,1,-1) = (-2,-1,-3).

(P =(-2,-1,-3) |
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Ejercicio 6. Analisis

Sea la funciéon f(z) = Sinz

cos? ¢’
a) Calcule una primitiva de la funcion f(x).

b) Calcule el area limitada por la funcién f(x) y el eje de las abscisas entre las abscisas
=0y z=mx/4

Solucion:

a) Calcule una primitiva de la funcion f(x).

Buscamos f Csolgfw dz. Hacemos el cambio de variable u = cosx = du = — sin zdz.

—d -1 1 1
%:—/U—Qdu:—“—+czf+cz el
U -1 u cosx

Una primitiva es F(x) = .
cos &

b) Calcule el area limitada por la funcién f(x) y el eje de las abscisas entre las abscisas
=0y =mx/4

En [0,7/4], f(z) > 0.

/4 sinx 1] 1 1 1
/0 cos2z ¥ |:COS$:|O cos(m/4)  cos(0)  /2/2 V2

’El area es V2 — 1 u2.



https://mentoor.es

